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Kivonat

A dolgozat célja a fontosabb varidcios elvek ismertetése, illetve ezen elvek altalanositdsainak és
alkalmazasainak bemutatdsa a paraméterezett Nash-egyenstlypontok elméletében.

Az elso fejezetben az Ekeland-, illetve a Borwein-Preiss varidcios elvekkel foglalkozunk, kitérve
néhany 4ltalanositasukra is. Emellett tanulmanyozni fogjuk az Er6s Ekeland varidcids elvet és a vele
egyenértéki kiillonbozo kijelentéseket (a Drop- és a "Sziromlevél" tételt, illetve a Phelps lemmat),
melyek koziil egyesek geometriai jelentéssel is birnak.

A dolgozat mésodik részében a Nash-egyensilyelméletet és a paraméterezett Nash egyensuly-
pontokat targyaljuk. Els6ként a Nash-egyenstlyi pont 1étezésének feltételeit vizsgaljuk, majd ezutdn
megismerkediink a paraméterezett Ekeland varidcios elvvel, illetve az Ekeland elv minimax-problémékra

val¢ kiterjesztésével, melyet tulajdonképpen egy minimax varidcids elvnek is tekinthetiink.

1. Variacios elvek

1.1. Az Ekeland-, illetve a Borwein-Preiss variacios elv

Ebben a részben eldoszor bemutatdsra keriil a legismertebb varidcios elvek koziil az Ekeland-,
illetve a Borwein-Preiss varidcids elv, valamint ezek egy altaldnositdsa, melyet L. Yongxing és S.

Shuzhong adott meg.
1.1.1. Ertelmezés. Legyen az f : X — R (ahol R := R U {+00}) fiiggvény, illetve a
D(f) = {z € X|f(z) < oo}

halmaz. Ekkor a D(f) halmazt az f fiiggvény effektiv tartomdnydnak nevezziik. Ha D(f) # 0, azt

mondjuk, hogy f sajdtos.

1.1.2. Ertelmezés. Tekintsiik az f - X — R fiiggvényt, valamint az xy € X pontot. Jelélje V()
az xg kornyezeteinek egy bdzisdat. Ekkor az f fiiggvényt alulrdl félig folytonosnak nevezziik az xg
pontban, ha

liminf f(z) > f(xy), ahol liminf f(z)= sup inf f(z).

T—x0 T—x0 VeV(zo) zeV

1.1.1. Megjegyzés. Az f : X — R fiiggvényt alulrdl félig folytonosnak nevezziik, ha alulrdl félig

folytonos az X halmaz minden pontjdban.



1.1.1. Tétel. A kovetkezd dllitdsok egyenértékiiek:
a) az f : X — R fiiggvény alulrdl félig folytonos;
b) epi(f) ={(z,\) € X x R|f(z) < A} zdrt részhalmaza X x R-nek;
c) bdarmely A € R esetén az {x € X|f(x) < A} X halmazok zdrtak X -ben.

Els6ként az Ekeland variacids elvet targyaljuk. Ez az elv Ivar Ekeland nevéhez fiizodik, és az

1974-ben, ”On the variational principle” cimen publikalt cikkében jelenik meg el8szor.

1.1.2. Tétel. (Ekeland varidciés elv) Legyen (X, d) egy teljes metrikus tér és az f : X — R alulrél
félig folytonos, sajdtos és alulrol korldtos fiiggvény. Tovdbbd tekintsiik az € > ( tetszbleges, rogzitett

szamot, valamint legyen v € X, melyekre fenndll a kovetkezd egyenlitlenség:

flz) < ;g)f(f(y) +e. (1.1.1)
Ekkor létezik x. € X ugy, hogy
flze) < flo); (1.1.2)
d(ze,x) < 1 (1.1.3)
fy) > flae) — ed(ze,y), bdrmely y € X,y # z.. (1.1.4)

Bizonyitas. Induktivan megszerkesztjilk az (x,),en sorozatot, ahol zo = z. Az x, € X-et

tekintsiik adottnak. Ekkor két esetet kiilonboztethetiink meg:
L Yy # x,, f(y) > f(z,) — ed(zy,, y). Ekkor vélasszuk x,,1-et x,,-nek.

I Jy # x,, fy) < f(x,) — ed(z,,y). Ekkor legyen S, az y € X elemek halmaza. Ekkor

vélasszuk meg az z,, 1 € S,-et ugy, hogy

Flansn) — inf f(y) < 5 - | Flwa) — inf F(y)]. (1.1.5)

1
YESn 2 yESy

Az (2,)nen sorozat tehét egy Cauchy-sorozat. Valdban, ha az I. eset barmikor bekovetkezik, akkor

a sorozat allandé. Ellenkezd esetben fenndllnak a kovetkezd egyenlStlenségek:

Ed(xn?xn-i-l) < f(xn) - f<$n+l)>vn € N.

Az egyenlotlenségek megfeleld oldalait 6sszeadva, kapjuk:

ed(Tn, zp) < f(xn) — f(z,),¥n < p. (1.1.6)
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Lathato, hogy az f(x,) sorozat csokkend és alulrdl korlatos, ezdltal konvergens is, vagyis f(x,) —
f(z,) — 0, barmely n < p esetén és (x,),en Cauchy-sorozat. Masrészt, az X teljes metrikus tér.
Kovetkezésképpen, (,)neny — e, amikor n — oo, illetve z. € X.

Tehat azt kell igazolnunk, hogy z. kielégiti a (1.1.2), (1.1.3) illetve (1.1.4) feltételeket.

Mivel az f(z,) sorozat csokkend és alulrdl korldtos, vagyis

f(x) = f(zo) > flz1) > ... f(xn) = f(Tng1) > ...

illetve f alulrdl félig folytonos, azaz f(x) > lim f(x,), kovetkezik, hogy f(z.) < f(x), ami
pontosan az 1.1.2-es egyenldtlenség.

A (1.1.6)-os egyenlttlenségbe n = 0-t helyettesitve,

IA

ed(z, )

f(z) = f(zp) < flz) — inf f(y)

yeX
< ¢ (afeltevés alapjan).

Hatérértékre térve p szerint, megkapjuk az (1.1.3)-as feltételt.
Most feltételezziik azt, hogy x. nem elégiti ki az (1.1.4)-es egyenl6tlenséget. Ekkor 1étezik egy
y # x. elem agy, hogy f(y) < f(x.) — ed(x.,y). Ekkor az (1.1.6)-0s egyenl&tlenség p — oo esetén

a kovetkez6képpen alakul:

fly) < lim f(zp,) < f(zn) —ed(r,,y),

p—oo

ésigy y € S, barmely n esetén. Ugyanakkor az (1.1.5)-6s reldci6 igy is felirhato:

2f(xpi1) — f(zn) < inf fy) < f(y).

YyESH
Amikor n — oo, f(z,) — [, innen a fenti egyenlStlenség | < f(y)-ra médosul. Mivel f alulrdl félig
folytonos, ezért f(x.) < . Ilyen formédn az f(x.) < f(y) egyenlStlenséghez jutottunk, ami pedig

ellentmond y megvélasztdsidnak. m

Az alkalmazdsokban gyakran haszndljdk az Ekeland-féle varidcids elv kovetkezd valtozatat.

1.1.3. Tétel. Legyen (X, d) teljes metrikus tér és f : X — R egy alulrél félig folytonos, sajdtos és
alulrol korldtos fiiggvény. Legyen tovabbd x € X tigy, hogy:

f(z) S;g)f(f(y)-i—&?- (1.1.7)
Ekkor létezik x. € X ugy, hogy
flze) < f(o); (1.1.3)
d(ze,z) < Ve (1.1.9)
flx) < fly) + Ved(ze,y), bdarmely vy € X,y +# x. esetén. (1.1.10)
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1.1.2. Megjegyzés. Konnyii beldtni, hogy ha az 1.2. tételben a d metrikdt e~z d-vel helyettesitjiik,

akkor pontosan a fenti tételt kapjuk vissza.

oy

A kovetkez$ variacios elv Borwein és Preiss nevéhez flizddik. A két matematikus ezen ered-
ményiiket 1987-ben hoztdk nyilvdnossdgra (”A smooth variational principle with applications to

subdifferentiability and to differentiability of convex functions”).

1.1.4. Tétel. (Borwein-Preiss féle varidciés elv) Legyen (X, d) teljes metrikus tér, f : X — R egy
alulrol félig folytonos, sajdtos és alulrol korldtos fiiggvény és X > 0,p > 1 két rogzitett szam. Ekkor
bdrmely xo € X, e > 0 esetén, melyekre

f(xo) < inf f(z) +e,

zeX

létezik egy (T,)n>1 C X sorozat, mely egy adott x. € X-hez konvergdl, illetve egy (fin)nen+, fin > 0

szdmsorozat (Z fy = 1) lgy, hogya ¢, : X — R, ¢,(z) = Z Wnd(x, x, )P fiiggvényre fenndlnak

n=1
a kovetkezd egyenlotlenségek:

n=1

=
5
e
5

S~—
AN

A,

flze) < infeexf(z)+e,

Az alabbiakban egy kozos éltalanositasat mutatjuk be az Ekeland és a Borwein-Preiss varidcids
elveknek. Ezt az dltaldnositast L. Yongxing €s S. Shuzhong adta, mégpedig a 2000-ben megjelent,
”A generalization of Ekeland’s s-variational principle and its Borwein-Preiss variant” cimet viseld

publikacidjukban.

1.1.5. Tétel. Legyen (X, d) teljes metrikus tér, f : X — R pedig egy sajdtos, alulrdl félig folytonos
és alulrdl korldtos fiiggvény. Tételezziik fel, hogy a p - X x X — R, U {400} fiiggvény eleget tesz a

kovetkezd feltételeknek:
(i) p(x,z) =0, minden x € X-re;
(ii) barmely (Y, z,) € X X X esetén p(yn, z,) — 0 = d(yn, 2,) — 0;

(iii) minden z € X-re y — p(y, z) alulrdl félig folytonos.
6



Tekintsiik tovdbbd a 6, > 0(n € N*), nemnegativ szamokbdl dllé sorozatot, ahol §y > 0.

Ekkor bdarmely xo € X és € > (0 esetén, melyekre

Flwo) < inf f(z)+e2,

létezik egy (x,)neny C X sorozat, mely egy x. € X elemhez konvergdl 1igy, hogy

< — 1.1.11
p(ze, y) < 915, neN ( )

Ha 6,, > 0 véges szdmii n € N-re, akkor

< < i
flze) + nzgénp(:va,a:n) < f(zo) < ;g)f( f(x)+e¢ (1.1.12)
és
minden x # . esetén  f(x)+ Z5np(x,xn) > f(z.) + Zénp(xe, Tp). (1.1.13)
n=0 n=0

Ha 0y, > 0 és barmely j > k > 0-ra 0; = 0, akkor az (1.1.14) a kovetkezoképp alakul: minden

x # x. esetén létezik m € N, m > k 1igy,

k—1 k-1
F@)+ " Gipla, i) + 6ep(z, wm) > flae) + Y diplae, 1) + opp(e, ). (1.1.14)
n=0 n=0

Bizonyitas. A bizonyitasnal két esetet kiilonboztetiink meg:

1. eset: 6,, > 0 végtelen szamu n € N értékre,

2. eset: 0,, > 0 csak véges szami n € N értékre.
1. eset. Az altalanossag megszoritasa nélkiil, feltételezhetjiik, hogy d,, > 0 minden n € N-re.
Induktivan megszerkesztjiik az (z,,),>1 €s (T'(z,))n>1 sorozatokat, éspedig a kovetkezSképpen.

Tekintsiik el&szor a T'(x) halmazt:

T(xo) ={z € X|f(x) + dop(x,x0) < f(20)}- (1.1.15)
Mivel f és p(-, ) alulrdl félig folytonosak és = € T'(xy), kovetkezik, hogy T'(z() egy nemiires,
zért részhalmaza X -nek és barmely y € T'(x() esetén

dop(y, x0) < f(wo) — f(y) < flzo) — Inf f(z) <e. (1.1.16)

rzeX
Vilasszuk meg az x1 € T'(zy) elemet dgy, hogy

. £
f(x1) + bop(z1,20) < inf {f(x) + dop(z,z0)} + pe
2€T(x0) 209

és legyen
1

T(xq) := {x € T(xo)|f(x) + Z&p(x,xi) < f(x1) + dop(z1, xo)}.

1=0



Az eljarast folytatva feltételezziik, hogy az x,,_1 € T'(z,_2) elemet mar ily médon megvalasztot-

tuk. Ekkor tekintsiik a kovetkez6 halmazt:

n—1

T(zn) = {:1: € T(xno)|f() + > dipla, ;) <

7=

n—2
< Flan) —i—Z&;p(:ﬁn,l,xi)}. (1.1.17)
i=0
A kovetkezd 1épésben vilasszuk meg az x,, € T'(x,_1) szdmot, melyre
n—1
Flaa) +> 8ip(an, z;) <
i=0
< inf +Z(S z, ;) L Onf (1.1.18)
- €T (Tn—-1) p ’ 2TL(SO o

és tekintsiik a
T(x,) = {zeT(vp)|f(z —i—Z(prmZ <

(1.1.19)

IN
—
—
8
T
+
N
2
8
S
&
=

nemiires €s zart halmazt.

Felhasznélva az (1.1.18) és (1.1.19) reldcidkat, kovetkezik, hogy minden y € T'(x,,) esetén

n—1 n—1
Onp(y, ) < | fl@a) + D Siplwn, ;) DEDY 5ip(y,:ri)] <
S N
< f(%) + ZZ; 0ip(Tn, xi)_ - xeTi(IgH) ) + ; dip(z, xz)] < ong,’
vagyis barmely y € T'(x,,)-re
ply, an) < 2550. (1.1.20)

Lathatd, hogy p(y, x,) — 0, han — oo. Ekkor az (ii) feltétel szerint d(y, x,,) — 0, amikor

n — oo, vagyis diam 7'(z,,) — 0, ahol diam7'(x,,)-nel jeloltik a T'(x,,) halmaz atmérgjét (diamA =
sup{d(z,y)|z,y € A}). Mivel (X, d) teljes metrikus tér, kapjuk, hogy ﬂ T(x,) = x.. Az (1.1.16)
és (1.1.20) relaciokbol kovetkezik, hogy x. € X kielégiti az (1.1.11) fnei)ételt. Ez azt jelenti, hogy
T, — T, amikor n — oo.

Emellett, birmely = # x. esetén tudjuk, hogy = ¢ ﬂ T(x,), tehat létezik egy m € N szdm,

n=0
melyre
m m—1
) + Z@P(% i) > f(zm) + Z 0ip(Tm, Ti)-
i=0 i=0

8



Ugyanakkor az (1.1.15), (1.1.17), illetve (1.1.18) 0sszefiiggések alapjan kijelenthetjiik, hogy barmely

q > m-re
m—1 q—1
F(x0) = f(xm) + Y Gip(am, i) = flag) + Y diplag,x:) > f(xe) +25pr, i)-
=0 =0 =0

Tehat fennallnak az (1.1.12)-(1.1.13) relaciok.

2. eset. Az elobbihez hasonldan jarunk el. Ebben az esetben feltessziik, hogy 1étezik £ € N ugy,
hogy 6;, > 0és 9; = 0, minden j > k£ > 0 esetén. Ismételten az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil,
feltételezhetjiik, hogy barmely ¢ < k-ra §; pozitiv.

Han < k, akkor z,,-et és T'(z,,)-et az fentebb targyalt médon vélasztjuk meg.

Ellenkezs esetben, vagyis ha n > k, akkor z,, € T'(x,,_1)-et igy vélasztjuk meg, hogy teljesiiljon

az
k—1
5 €
f(In) + ; (Szp(xn, l’z) > xei}nf —|— Z(gzp T, q;z 2 50
egyenldtlenség és legyen
k—1
T(x,) = {aj € T(xp_1)|f(x)+ Z(Sip(x, z;) + opp(z, T,) <
=0

k-1
< flan) + Z5z‘,0(xna$z‘)}-

Az eldbbiekkel analég mddon, ez esetben is ki tudjuk mutatni, hogy teljesiilnek az (1.1.11),

(1.1.12) feltételek. Azonban, ha = # ¢, 1étezik egy m > k, melyre

k-1 k—1
fl@) + > dip(e,mi) + 0up(x, wm) > f(xm) + Y 6ip(m, ;) >
1=0 - 1=0
> f(xe) + Z 0ip(we, ;) + O6pp(Te, Tm), (1.1.21)
=0

vagyis az (1.1.14) reléacié is teljesiil. m

1.1.3. Megjegyzés. 1) Ha az 1.1.5 tételben a kivetkezdképp vdlasztiuk meg a p(y, z), dq illetve o,
elemeket: p(y,z) = ;d(y, z), 60 = 1,0, = 0, bdrmely n > 1-re, akkor pontosan az Ekeland

varidcios elvet kapjuk vissza.

2) Az (1.5) tételben legyenek p(y, z) = % d(y, z)?, F(xg) = in)f( F(x)+e, do = =1—v>0,
[AS
ahol v > 0, illetve legyen d,, = i1 > 0. Ez esetben a Borwein-Preiss varidcios elv egy mo-

dositott viltozatdt kapjuk, vagyis az elv utolso két reldciojat a kovetkezokkel helyettesithetjiik:

J(a2) + 5500(a2) < flao) < inf f(2) +<
illetve
bdrmely © # x. esetén f(x) + %qﬁp(m) > F(z.) + %%(1’5).
9



1.2. Eros Ekeland variacios elv és a vele ekvivalens Kijelentések targyalasa

A tovédbbiakban az Erds Ekeland varidcios elvvel foglalkozunk, majd az alfejezet utols6 részében
tanulmanyozni fogjuk az Ekeland variacids elvvel egyenértéki kijelentéseket, vagyis az altaldnos
Drop tételt, valamint a Phelps lemma és a ”Virdgszirom” (“Flower Petal”) tétel erSs valtozatat, és
igazolni fogjuk ezek ekvivalencidjat.

El6szor ismertetjiik azon jeloléseket, melyekre sziikségiink lesz az elkovetkez&kben.

Legyen E, egy || - || normaval elldtott valés Banach tér. Jeloljik B(x;r)-rel (illetve B|x; r|-rel) az

x kozéppontu, r sugard nyilt (illetve zart) gombot, mig x, y € E esetén legyen
[z.y] = {tz + (1 — 1)yl t € [0,1]}. (1.2.1)

Az A C FE halmaz hatérat jeloljiik bd A-val.
Az a € E ponthoz és a B C E konvex halmazhoz rendelt ”drop” az {a} U B halmaz konvex burkoléja
lesz, vagyis

conv({a} UB) = D(a,B) = {ta+ (1 -t)b|t €[0,1],b € B}. (1.2.2)

Végezetiil az A, B C E halmazok kozotti tavolsagot jelolje
d(A,B) :==inf{|la —b|| : a € A,b € B}. (1.2.3)

1.2.1. Tétel. (Altaldnositott Drop tétel) Legyen A egy nemiires, zdrt részhalmaza E-nek és B egy
korldtos, zdrt és konvex részhalmaza ugyancsak E-nek, melyekre d(A, B) > 0, s € A. Ekkor azt

mondjuk, hogy létezik egy a € AN D(s, B) pont iigy, hogy D(a, B) N A = a.

Bizonyitas. Nyilvanval6, hogy ha a B halmaz iires, a bizonyitds trividlis. Feltételezziik a tovabbi-
akban, hogy B # 0.
A bizonyitast tobb 1épésben fogjuk végezni.
ElsG 1épésben be fogjuk latni, hogy barmely ¢ > 0 érték és barmely A" C A, A’ # () halmaz
esetén létezik a € A’ dgy, hogy
diam(D(a, B) N A') < . (1.2.4)

d
Tekintsiik az M = diam B + d(A’, B) + 1 halmazt és egy 0 < § < min {ﬁ, 1} szamot. Ekkor

1étezik egy a € A’ pont tgy, hogy
d(a,B) < d(A', B) + 6.

Vilasszunk ki egy tetszGleges z értéket a D(a, B)N A’ halmazbdl. Ekkor (1.2.2) alapjan z a kovetkezd

alakban adhaté meg: z = ta + (1 — )b, tetszSleges t € [0, 1] és b € B-re.
10



Mivel konvex halmazon a tdvolsagfiiggvény is konvex, kovetkezik, hogy:
d(A',B) < d(z,B) < td(a, B) < td(A', B) + t0,

ahonnan eljutunk az aldbbi reldciokhoz:

1-t< il < 0
d(A’,B) — d
és a 0 definicidjat is felhasznalva
oM €
—all=1—=t)|[la—-b]| < — < =.
o —all = (1= t)fla—bll < 2= < 5

Tehat diam(D(a, B) N A") < ¢, tehat igazoltuk az (1.2.4) relaciot.
Most, hogy beléttuk az (1.2.4) relaci6 helyességét, segitségével két sorozatot szerkesztiink meg,

az (A;);>1 illetve az (a;);>; sorozatokat igy, hogy rendelkezzenek a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

1
diam 4; < -, (1.2.5)
1
a; € Ai—17 (126)
Ai = Dz N Ai—b ahol Dz = D(ai,B), AO =AnN D(S,A) (127)

Alkalmazva a Cantor-tételt, kovetkezik, hogy ﬂ A; = {a}.
i=1
A bizonyitds kovetkezd 1épéseként igazolni fogjuk, hogy ha eljelsljiik D := D(a, B), akkor

ﬁ D;=D. (1.2.8)
i=1

Mivel a € D, (1.2.5) alapjan D C D;, minden i természetes szdm esetén. Ennek kovetkeztében

D C ﬁ D;.
i=1

Tekintsiik most az x € ﬂ D; elemet. Ez azt jelenti, hogy tetszbleges 0 < ¢; < 1,0, € B esetén

r = tia; + (1 — t;)b;. Z l(tn)nzl,tn € [0, 1] sorozatnak értelmezziik azt a (t,, )r>1 részsorozatit,
melyre ¢, — t. Ekkor két esetet kiilonboztethetiink meg:

l.eset. Hat = 1, akkor ||z — a;, || = (1 — t)||a;, — b, || < (1 —t;,)diam D; — 0, ha k — oo.

2.eset. Tételezziik fel, hogy t < 1. Ekkor létezik olyan u szdm, melyre barmely k£ > u esetén

1 —t;, > 0. Ez alapjan és mivel B zart, irhatjuk, hogy

t;, a; t
by, = _x — ia’f—> r " _peB
1—t, 1-t,

Ennélfogva x = ta + (1 — t)b, vagyis € D.
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Végiil, mivel a (D;);>1 halmazsorozat csokkend, vagyis D; C D,y C --- C D(s, A),i > 2,

akkor az (1.2.7)-es 0sszefiiggés szerint
A’i :DiﬂAi,1 :DiﬂDi,lﬂAi,gzDiﬁAi,gz :DZQAHD(S,A) :DlﬂA

Felhaszndlva az (1.2.8)-as relaciot, kapjuk, hogy

DNA= (ﬂpz) NA=(\DinA) =4 ={a},
i=1 i=1 i=1
vagyis a bizonyitasunk teljes. m

1.2.2. Tétel. (Erds Drop tétel) Tekintsiik az E Banach tér A, B részhalmazait, ahol A nemiires és
zdrt halmaz, mig B zdrt, konvex és korldtos. Legyenek tovdbbd d := d(A,B) > 0és B. :== {x €
E|d(x, B) < e}. Ekkor bdarmely ¢ € (0,d) és minden z € E-re uigy, hogy D(z, B-) N A # () létezik
egy a € AN D(z,B.), melyre AN D(a, B) = {a} és x, — a, amikor (x,),>1 C D(a, B) illetve
d(z,, A) — 0.

7

Bizonyitas. Felhaszndljuk az el6z6 tételt. Az A U {z} és B. halmazok esetén létezik olyan
a € AN D(z, B.), mely egyediili eleme az A N D(z, B.) halmaznak.

Tekintsiik az (x,,),>1 C K + a sorozatot, x, # a, minden n € N-re, melynek az A halmaztdl
valé tévolsdga (d(x,, A)) tart 0-hoz, ha n tart végtelenbe. Mivel az z,, sorozat minden tagja eleme
a D(a, B) halmaznak, ezért x,, = t,a + (1 — t,)b,, valamely ¢, € [0,1) és b, € B értékekre.

Ugyanakkor 1étezik egy v, € A gy, hogy ||z, — y,|| — 0. Tekintsiik az z,, € [z, y,] NbdD(a, B:)
Zn th,a
1—t, 1-—t,
esetén, akkor z,, € int D(a, B.), ami pedig ellentmond a z,, pontok megvélasztasanak. Ez alapjan

pontot és a ¢, :=

szamot. Ha c,, eleme lenne B.-nak valamely m természetes szam

elmondhatjuk, hogy d(c,, B) > ¢ minden n € N*-ra, valamint hogy

20— zall = (1= t2)[|bw — €]l = (1—t,)d(cn, B) > (1 —t,)e, ahonnan 1—t, < N = 2all

€

Ennélfogva, ||z, — a| = (1 — t,)||b, — a| < (1 — ¢,)diamD(a, B) — 0, tehét x,, — a, amikor

n — oo, épp amit igazolni szerettiink volna. =

Az aldbbiakban ismertetjiik a Phelps lemma, az Ekeland variacios elv illetve a Penot "Virdgszirom"
tétel er6sebb valtozatait, majd pedig bebizonyitjuk, hogy az altalanositott Drop tétellel és egymassal

is ekvivalensek.

1.2.3. Tétel. (Phelps lemma) Tegyiik fel, hogy B egy zdrt, korldtos, konvex és nemiires részhalmaza
E-nek, 0 ¢ B, és hogy A E-nek egy zdrt részhalmaza. Ha valamely z € E-re AN (K + z) nemiires

és korldtos, ahol K = R" B, akkor létezik egy a € AN (K + z) dgy, hogy AN (K + a) = {a}.
12



1.2.4. Tétel. (Eros Phelps lemma) Feltételezziik, hogy B az E-nek egy zdrt, nemiires, korldtos és
konvex részhalmaza, 0 ¢ B, illetve hogy A egy zdrt, nemiires részhalmaza E-nek. Jeloljiik B. =
{r € EF|d(z,B) <¢e}. Hae € (0,d(0,B)) és AN (K. + 2) (ahol K. = R" B.) nemiires és korldtos
valamely z € E esetén, akkor létezik egy a € AN (K. + z) pont, melyre AN (K + a) = {a} valamint

x, — a, valahdnyszor (x,)n>1 C K +a és d(z,, A) — O.

1.2.5. Tétel. (Mddositott erds Ekeland varidcios elv) Legyen (X, d) teljes metrikus tér és f : X —
R egy alulrdl félig folytonos fiiggvény X-bél. Ha f alulrél korldtos X -ben és nem sajdtos, akkor
bdarmely 6 > 0,v > 0 és barmely xy € X esetén létezik a € X gy, hogy teljesiiljenek a kovetkezd

feltételek:
(1) f(a) < f(z) + vd(a,z) bdrmely x € X —re,x # a,
(2) f(a) < f(zo) — vd(a, zo) + 6,

(3) ©, — a, amikor (x,)p>1 C X és f(x,) + vd(a, z,) — f(a).

1.2.6. Tétel. (Erés Ekeland varidciés elv) Legyen f : X — R egy alulrél félig folytonos, alulrdl
korldtos fiiggvény az (X, d) teljes metrikus térben. Tekintsiik tovdbbd az € > 0 és xo € X értékeket,

melyekre

Fo) < inf f(y) + .

yeX

Ekkor bdarmely 6, > 0,05 > 0,7 > 0 esetén (amikor v0, > ) létezik olyan a € X gy, hogy:
(1) f(a) < f(z) +~vd(a,z) bdrmely x € X,z # a esetén,
(2) d(a,xq) < 01 + 0o,
(3) T — a, ha (x,)n>1 C X és f(z,) +vd(a,z,) — f(a).

Konnyti belatni, hogy az 1.2.6-os tétel az 1.2.5-0s tétel egy kovetkezménye, hiszen ha az 1.2.5-0s
tétel (2)-es alpontjaban 0-t doy-val helyettesitjiik, akkor kapjuk, hogy

f(zo) — f(a)

d(a,xq) <
(@, o) >

€
+52§;+52§51+52a

ami pedig pontosan az 1.2.6-os tétel (2)-es alpontjaval egyezik meg.

Az d.n. ”szirom” fogalmét Penot vezette be. A P, (a,b) "szirom” ay > 0 és az a,b € X elemek

esetén a

P,(a,b) = {z € X|yd(a,z)+ d(x,b) < d(a,b)} (1.2.9)
13



halmaznak felel meg. Ugyancsak Penot igazolta, hogy a ”Virdgszirom tétel” egyenértékli Ekeland
variéacids elvével illetve a Drop tétellel.

Hasonl6an értelmezhetjilkk a ”szirom” fogalmat fiiggvények esetén is. Ekkor az (X, d) metrikus
térben az f : X — R fliggvény esetén a P, 5(a, f) := {z € X|yd(a,z) + f(z) < f(a) + 0}
halmaztay > 0,0 > 0,a € X és f-hez tarsitott “sziromnak” nevezziik. Lithat6, hogy ha b € X-re
f(-) =d(-,b), akkor a P, o(a, f) megfelel a P, 5(a, f) ’sziromnak”.

1.2.7. Tétel. (Erds ”Virdgszirom” tétel) Legyen (X, d) teljes metrikus tér, A zdrt részhalmaza X -
nek, f : X — R pedig egy Lipshitz, alulrdl korldtos fiiggvény az A halmazon. Emellett legyenek
d > 0,7 > 06ésxy € Aszdmok. Ekkor létezik egy olyan a € AN P, o(xo, f) elem, melyre:

(1) Pyo(a, f)NA={a}, és
(2) x, — a, amikor (z,)n>1 C Pyo(a, f) és d(z,, A) — 0.

Most pedig térjiink rd annak igazoldsara, hogy a fentiekben bemutatott kijelentések egyenértékiiek.

Az (E.| - ||) normalt téren legyen
K(z,B):={z€ Elz=z+t(b—2x),t >0,b€ B} (1.2.10)
az x ¢ B pont és a B halmaz altal generalt kiip.
1.2.8. Tétel. Az dltaldnositott Drop tételbdl kovetkezik a Phelps lemma.

Bizonyitas. Hasznéljuk a Phelps lemméban szerepld jeloléseket. Mivel A N (K + z) korldtos,
kovetkezik, hogy 1étezik olyan r > 0 szam gy, hogy A N (K + z) C B(z;r). Tekintsiik most a
ty = % pontot, illetve a C' = z + t,B halmazt. Ekkor d(z,C) = t,d(0, B) = 2r, ahonnan
vildgosan latszik, hogy d(C, A N (K + z)) > r. Tovabbd, konny( beldtni azt is, hogy K zart.
Ilyenformdn alkalmazhatjuk az 1.2.1 tételt a C' és A N (K + z) halmazokra. Kovetkezésképp, 1étezik
egy a € AN (K + z) pont, melyre

AN(K +2)ND(a,C) = {a}. (1.2.11)

Igazolni fogjuk, hogy
a+ K C K(a,C). (1.2.12)

Vilasszuk meg a t; > 0 és by € B pontokat Ggy, hogy a — z = t1by, illetve t1d(0, B) < t1]|b;]| =
2
r - r
d(0,B)  d(0,B)
Kovetkezd 1€épésben, tekintsiik az x € a + K tetszbleges pontot és vdlasszuk ts-at ¢ty — t1-nek.

la — z|| < r. Ez utébbibdl kivetkezik, hogy t; < to, hiszen t; < = .

Az el6bbi 1épéshez hasonldan kivalasztunk két pontot, to > 0 és by € B-t, melyekre v — a = t3by
14



t1b t3b t
L322 B Jeloljik s-sel a t_2 tortet. A fenti Osszefiiggéseket

és a b3 pontot ugy, hogy bs :=
to 0 3

felhaszndlva, kapjuk, hogy
r=a-+ t2b2 =a+ Stgbg =a+ S(tobg — tlbl) =a-+ S(tobg +z— CZ).

Az (1.2.10)-es Osszefliggésbdl azonnal kovetkezik, hogy = € K (a, C'). Tudjuk tovdbba, hogy B(z;r)N
C = 0, tehat
B(z;r)N K(a,C) = B(z;r) N D(a,C),

ahonnan az (1.2.12) alapjén
(K +a)NB(z;r) C K(a,C)N B(z;r) = B(z;7) N D(a,C).

Végezetiill, mivel a € K + z és K egy kip, kovetkezik, hogy K + a C K + z, ezdltal az (1.2.11)-es

relacio szerint

(K+a)NA = (K+a)N(K+2)NANB(z;r) C B(z;r)ND(a,C)N(K+2z)NA=
= {a},

vagyis épp amit bizonyitani akartunk. m

1.2.9. Tétel. A Phelps lemmdbol kovetkezik az Erds Phelps lemma.

Bizonyitas. A bizonyitds hasonldan torténik, mint azt az 1.2.2 tétel esetében lattuk. Tekintsiik
jelen esetben az Er6s Phelps lemméban megadott jeloléseket.
Konny belétni, hogy K. és B. zartak. Ez alapjdn a Phelp lemmabdl azonnal adédik, hogy 1étezik

olyan a € (K. + z) N A pont ugy, hogy
AN(K.+2)N (K. +a) ={a}.

Mivel K. egy kip és az a pont eleme K. + z-nek, nyilvdnvald, hogy K. + a C K. + z. Tehdt
AN (K. +a) ={a}.

Vegyilkk az (z,),>1 C K + a,z, # a sorozatot, melyre d(z,, A) — 0, han — oo. Mivel
Tn € K + a minden n > 1-re, irhatjuk, hogy x,, = a + t,,b,,, valamely ¢, > 0 és b,, € B értékekre.

Masrészt, létezik az y,, € A pont Ggy, hogy ||z, — yn|| — 0. Legyenek a z,, € [z, y,] N bd(K. +
—a

a) és ¢, = pontok. Ha valamely m természetes szdmra c,, eleme lenne B.-nak, akkor

Zm € int(K. + a), ami pedig ellentmond a z, pontok megvalasztdsanak. Ennek kovetkeztében

kijelenthetjiik, hogy d(c,, B) > ¢ minden n € N* esetén, valamint hogy

|20 — 20|

|len — znll = tallbn — cul|| > tne, ahonnan ¢, > — 0.
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Ennélfogva, ||z, — z,|| = ||ta]|bn]| > tndiam{B U {0}} — 0, tehét z,, — a, amikor n — co. ®

Mielétt ratérnénk az Erds Phelps lemma, illetve a Mddositott Erds Ekeland varidcids elv kozotti
kapcsolat targyaldsdra, sziikségiink van a kovetkezd jelolésekre.

Legyen £ := E x R linedris tér, melyet a kovetkez6 normdval ruhdzunk fel:

[(@1,t1) = (22, t2) || = max {|[z1 — 22|, [t1 — t2[}-

Ezt a normat “"max” normanak is szokas nevezni.

Jeloljiik tovabbé B, és B, s-rel a kdvetkez6 gomboket:

B, ={(x,0) € Ey : ||z| <r}; illetve

B,s ={(z,t) € By : dy((x,t), B,) < d}, ahol di((z1,t1), (x2,t2)) = ||(x1,t1) — (22, t2)].

Az aldbbiakban két tételt ismertetiink, melyeknek fontos szerepiik lesz annak igazoldsakor, hogy

a Moédositott erds Ekeland varidcios elv az Erds Phelps lemmébdl szarmaztathato.

1.2.1. Lemma. Bdrmely r,s,c > 0 esetén létezik egy O pozitiv érték, melyre
K((0,s),Brs) C K((0,s), Brte).

1.2.10. Tétel. (Kuratowski-Waojdyslawski bedgyazdsi tétel) Azt mondjuk, hogy minden (X, d) metrikus
tér esetén létezik egy (Y, s) normdlt és teljes vektortér és egy h : X — Y ii.n. bedgyazds, melyre h(X)

zdrt részhalmaza lesz K = conv(h(X))-nak.
1.2.11. Tétel. Az Erds Phelps lemmdbol kovetkezik a Modositott erds Ekeland varidcios elv.

Bizonyitas. A bizonyitds sordn az 1.2.5 tételben szerepld jeloléseket fogjuk haszndlni.

A legegyszeriibb eset, amikor f(xzq) = ;g)f{ f(y). Ekkor ugyanis a := x, eleget tesz az 1.2.5 tétel
mindhdrom feltételének. Epp ezért, tételezziik fel a tovabbiakban, hogy f(z¢) > ;g)f( f(y).

A kovetkezdképp gondolkozunk: d-r8l be szeretnénk latni, hogy korlatos, hisz ekkor alkalmazhatjuk
a Kuratowski-Wojdyslawski bedgyazdsi tételt. Ezért ha a d metrikat kicseréljikk a d’ := min{s, d}
metrikdra, ahol s = %( f(zo) — ;g)f{ f(y), akkor a d’ metrika kielégiti mindhdrom feltételt, igy a d
metrika is ki fogja elégiteni.

Alkalmazhatjuk tehat a bedgyazési tételt. Ekkor elmondhatjuk, hogy az (X,d) metrikus tér
izometrikusan bedgyazhaté egy F Banach-térbe, példaul azon X-ben korlétos, az x +— d,., szupré-
mum normaval felruhdzott fiiggvények Banach-terébe, ahol d,(y) = d(zx,y), x,y € X esetén.

Ezaltal feltételezhetiik, hogy X az E(, || - ||) Banach-tér egy korlatos részhalmaza. A feltevésbdl

tudjuk, hogy f alulrdl félig folytonos és X korlatos. Az 1.1.1 tétel alapjan tehat kijelenthetjiik, hogy
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epi f egy zért részhalmaza F, := E x R-nek, a “max” normdval. Feltételezhetjiik tovdbb4, hogy

od
5 pontok, és tekintsiik a

19
0<d < ~ydiam X. L k >0,d=—,illetve 0 < §; > ————
v diam egyenek az ) N lletve 1 ~diam X

kovetkez6 halmazokat:

By ={(z,—¢) € Ey||lz] <d+ &}, K=K B)(=R"B),
By = {(v,—¢) € Er|||z]| < d}, Ky = K(0,By)(= R*By).

Ekkor az 1.2.1 lemma értelmében 1étezik egy o, > 0 gy, hogy
Kg = R+{<$,t) < E1 ‘ dl((x,t), Bg) 2 52} C Kl-

Igazolni fogjuk, hogy van olyan tq € R szdm, melyre ((xg,t) + Ko) Nepi f # 0. Ha f(xg) <
+00, vélasszuk to-t f(xo)-nak. A tovdbbiakban tételezziik fel, hogy f(xy) = +oo. Mivel f sajdtos,

ezért biztosan léteznie kell egy x1 € X elemnek, melyre f(z;) < +oo. Vdlasszunk egy \; pozitiv
szamot, melyre \; > w és tekintsiik a z; = xl; il és to = f(x1) + A& pontokat. Ekkor
1

(21, f(21)) = (z0,t0)+M1(21, —€) és ||21|| < d, ami azt mutatja, hogy (1, f(x1)) € (xg, f(x0))+ K.

Tovébba konnyen igazolhatd, hogy ((zo, to) + K1) Nepi f E;-nek korldtos részhalmaza. Valéban, ha
az (xq, o) szdmpdér eleme ((xg, to) + K1) Nepi f-nek, akkor felirhaté a kovetkez§ alakban: (xq,t2) =
(o, t0) + Aa(22, —€), ahol to > f(xs), ||22]] < d+ 1 és Ay > 0. Ez azt jelenti, hogy

inf f(y) < f(z2) <ta =1ty — Ae < ty,
yeX

< H$0H + (to — infyGX f(y))(d+ 51) —: 1.

Ty < |wol| + Aof[za|| < [0l + -

(to — t2)(d + 1)

Kovetkezésképp || (2, t2)]| < max{tg,t3}.
Alkalmazhatjuk az Erds Phelps lemmat: 1étezik tehét egy olyan (a, ) € ((xo,to) + K3) Nepi f C
((zo,%0) + K1) Nepi f tigy, hogy

() ((a,0) + &) Nepi f = {(a,0)} é
(il) w, — (a, ), ahol (wy,),>1 C (a,a) + Ky és dy(wy,epi f) — 0.

Nyilvdnvald, hogy o = f(a). Ez alapjéan az (i) feltétel a kovetkezGképp alakul: (a, f(a)) = (xq,to) +
p(y, —¢),ahol p > 0, ||y|| < d+ ;. Mas széval, a = x¢+ py és f(a) = to — pe. Hay = 0, vdlasszuk
a = x,. Eszrevehetjiik, hogy ekkor teljesiil az 1.2.5 tétel (2)-es feltétele. Tételezziik fel most, hogy

y # 0. Ekkor végigoszthatunk y — al, és kapjuk, hogy

_a—mlla—aof _ la— o
y d+ 0,

ly]
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Masrészt

o — zoll= dlla — o
— —pe <ty — 1 PONE _oZne o ol
f(a) to —pe < to S < f(xo) d1o, =
d1vdiam X
< flwo) — Ylla — zoll + T < f(ag) — ylla — wol| + 6.
d+ oy

Lathat6, hogy pontosan az 1.2.5 tétel (2)-es feltételét kaptuk meg.

Ki szeretnénk mutatni tovabbd, hogy valamely a pont eleget tesz e tétel (1)-es feltételének. Legyen
a £ 2 € X. Jeloljik \ := w,z = “;“,t = f(a) — Ae. Innen ||z|| = d és (x,1) =

(a, f(a)) + A(z, —¢), amibdl kitlinik, hogy (x,t) € (a, f(a)) + K. Az (i) feltétel értelmében

kovetkezik, hogy (z,t) ¢ epi f, vagyis f(z) > t = f(a) — Ae = f(a) —y|la — =z

, mely a M6-
dositott er6s Ekeland varidcids elv (1)-es feltételével egyezik meg.
Nem maradt mds hatra, mint a (3)-as feltétel teljesiilésének vizsgdlata az 1.2.5 tétel esetén. Ha-

7

sonldan jarunk el, mint az el6z6 1épésben. Tekintsiik az (x,),>1 C X, z, # a sorozatot, melyre

f(xn)+7lla—2z,]| — f(a). Tovabb4, vdlasszuk meg a \,,, z, és t,, szdmokat: \, := la = zal _dx””  Zn =
xn>\— a,tn = f(a) — \ue. Lathatd, hogy || z.|| = d és (2, tn) = (a, f(a)) + Au(2n, —¢). Ez alapjan

(Tn, tn) € (a, f(a)) + Ky és

ella —

flwn) = ta = flwn) = fla) + Aue = flan) = fla) + ——

Nyilvéanval6, hogy ha n — oo, akkor f(x,)—t, — 0. Ez pedig azt jelenti, hogy d;((x,,t,),epi f) —
0, ahonnan (ii) alapjan kapjuk, hogy (x,,t,) — (a, f(a)), amikor n — oo; tehdt a bizonyités teljes.

|
1.2.12. Tétel. A Mdodositott erds Ekeland varidcios elvbél kovetkezik az Erds ”Virdgszirom” tétel.

Bizonyitas. Vegyiik at az (1.2.7.) tételben definialt jeloléseket. Az 1.2.5 variacids elvet alkalmazva,

1étezik egy a € A pont, melyre:
(1) f(a) < f(z) +~vd(a,z) barmely x € A — ra,x # a,
2) fla) < f(xo) —~vd(a, zo) + 6,
(3) =, — a, amikor (z,,),>1 C Aés f(z,) +vd(a,z,) — f(a).

Az elsd feltétel azt mutatja, hogy minden x elemre A\{a}-bél x nem lesz eleme a P, o(a, f) halmaz-
nak. Masrészt, a (2)-es feltétel alapjan az a pont a P, o(a, ) halmaz egy eleme. Kovetkezik, hogy
a P, o(a, f) N A halmaznak egyetlen eleme lehet, mégpedig maga az a pont. Tehat a ”Virdgszirom”

tétel elso feltételét igazoltuk.
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Mar csak a masodik feltételt kellene beldtnunk. Ehhez tekintsiik az (x,,),>1 C Py (a, f) soroza-
tot, melyben a tagok tdvolsdga az A halmaztdl tartson 0-hoz (vagyis d(z,, A) — 0), ha n tart végte-
lenbe. Ekkor azt mondhatjuk, hogy létezik a,, € A dgy, hogy d(z,,a,) — 0, han — oo, majd az

(1)-es feltételt felhasznalva irhatjuk, hogy

0 < ~d(a,a,) + f(an) — fla) < vd(a, zn) +vd(Tn, an) + flan) — f(zn) + f(zn) — fla) <
< (T, an) + flan) = f(2n) < vd(Th, an) + Ld(an, 2,) — 0,

ahol L az f fiiggvény Lipshitz-allandéja. Innen pedig mér konny( beldtni, hogy x,, — a, han — oo.
Val6ban, a harmadik feltételbdl adédik, hogy a,, — a, azonban tudjuk, hogy d(x,, A) — 0, tehét x,,

csakis a-hoz konvergélhat. m
1.2.13. Tétel. Az Erds "Virdgszirom” tételbdl kovetkezik az dltaldnositott Drop tétel.

Bizonyitas. Legyen most X = E egy Banach-tér, €s tekintsiik az f konvex fiiggvényt valamint az
A, B C X halmazokat; B zart, konvex és korlatos. Tovabba valasszunk egy tetszSleges € > 0 értéket,
: : ky — ki
llet ky = ky = inf és 0
Hletve a k1 1= sup ). by 3= L TW) &0 <7 < gy
kedvéért jeloljiik d-vel a d(A, B) > 0 tavolsdgot. Igy a € A esetén d(a, B) < d + €.

szamokat. Az egyszer(iség

Be fogjuk latni, hogy

D(a, B) C P,o(a, f). (1.2.13)

Ennek érdekében tekintsiik a z € D(a, B) pontot. Ekkor z = ta + (1 — ¢)b valamely ¢ € [0,1] és
b € B-re. Masrészt tudjuk, hogy a D(a, B) halmaz konvex. Tehat:

vd(a,z) + f(z) < (1 =t)lla=bl+tf(a) + (A=) f(b) = (1 = t)(vlla = bl + f(b)) +f(a) <
< (1 —=1t)[y(d(a,B) +diam B) + f(b)] + tf(a) <
< (1=t)y(d+e+diamB)) + k] +tf(a) <

< (I=tky+tf(a) < (1 —-1)f(a) +tf(a) = f(a),

A szirom” értelmezése alapjan z € P, o(a, f). Tehat az (1.2.13) éllitdsunk igaz.

Ha f(-)-et d(-, B)-nek vdlasztjuk, akkor f Lipshitz-tulajdonsdgi lesz. Ez esetben tehdt alka-
Imazhat6 az tétel. Nekiink csak az els6 feltételre van sziikségiink: 1étezik egy a € AN P, (o, f)
szam, melyre P, o(a, f) N A = {a}. Beldttuk azonban, hogy D(a,B) C P,¢(a, f), ahonnan

kovetkezik, hogy D(a, B) N A = {a}, pontosan amit bizonyitani akartunk. m
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2. Paraméterezett Ekeland variacios elv és alkalmazasai

Ebben a fejezetben az Ekeland variédcids elv paraméterezett valtozatat targyaljuk, valamint kitériink
e két elv egy-egy alkalmazdsdnak bemutatdsara is.

Mielé6tt azonban ratérnénk mindezekre, definidljuk a kovetkezd fogalmakat.

2.1. Ertelmezések. Paraméterezett Ekeland varidcios elv.

Az elso fejezetben értelmeztiik az alulrdl félig folytonossdg fogalmét egy pontban egyértéki fiig-

gvények esetén. Most nézziik meg, mit is takar ez a tulajdonsag tobbértéki fiiggvények esetén!

2.1.1. Ertelmezés. Legyen T egy topoldgikus-, mig (X, d) egy metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az
F : T — 2% tobbértékii fiiggvény alulrdl (illetve feliilrél) félig folytonos az xo pontban, ha bdrmely
V' D F(xo) nyilt halmaz (illetve barmely V' nyilt, V N F(xy) # () halmaz) esetén létezik egy U nyilt
halmaz - mely tartalmazza xo-t is - gy, hogy bdrmely x € U-ra F(z) C V (illetve F(x NV #0)).

Ismerkedjiink meg a Hausdorff alulrdl-, illetve feliilrdl félig folytonossdg fogalmaval is. (Egy

pontban Hausdorff folytonos tobbvéltozds fliggvényeket az aldbbi éllitassal jellemezhetjiik:

2.1.2. Ertelmezés. Tekintsiik a T' topoldgikus, -és az (X, d) metrikus teret. Az F : T — 2% t6b-
bértékii fiiggvény akkor és csak akkor Hausdorff feliilrél félig folytonos az x, pontban, ha minden
e > 0 szdmra létezik egy U D xy nyilt halmaz iigy, hogy F(z) C {z € X|dist(z, F(x)) < €},
minden x € U esetén, ahol dist(-, A) alatt az A halmaztdl valo tavolsdgot értjiik.

Hasonléan, az F fiiggvényt Hausdorff feliilrél félig folytonosnak nevezziik az xy pontban, ha minden
e > 0 szdmra létezik egy U D xo nyilt halmaz iigy, hogy minden x € U pontra F(xy) C {z €
X|dist (z, F(x)) < e}.

2.1.1. Megjegyzés. Ha az F' tobbértékii fiiggvény Hausdorff alulrol és feliilrdl félig folytonos az xg

pontban, akkor Hausdorff folytonos xq-ban.

Jeloljiik tovdbba K-val az (E, || - ||) Banach-téren zart és konvex kdpot. Azt mondjuk, hogy K

erGsen pontozott kiip”, ha létezik olyan [ € B* (ahol B*-al jeloltiik a zart egységgombot az (E*, ||-||)

duélis téren) ugy, hogy

supl(y) =0 és ¢, — 0, amikor (¢,)n>1 és l(c,) — O. (2.1.1)

2.1.3. Ertelmezés. Definidljuk a kovetkezd halmazokat:

(1) Az dsszes hatékony Z-beli pontok halmaza: EPx(Z) ={z € Z|(z+ K)NZ = {z}}.
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(2) A Z C E halmaz K-ra vonatkozo ”gyengén hatékony” pontjainak W E Py (Z) halmazdt a
WEPK(Z)={z€ Z|im(z+ K)NZ =0}

osszefiiggéssel értelmezziik.
(3) A Z C FE halmaz K-ra vonatkozo "erdsen hatékony pontjainak” dsszességét SE Py (Z)-vel

Jjeloljiik, ahol
SEPk(Z)={ye Z|(y+ K)NZ ={y}tr, — u(ry)n>1 C (y + K)dist(z,, Z) — 0}

Azt mondjuk, hogy Z C E “erdsen korldtos” a K-ra vonatkozoan, ha létezik a z € Z pont és az

e > 0 szdm gy, hogy (z + K) N (Z + €K) halmaz korldtos.

A fenti definiciébdl kiindulva kijelenthetjiik a kovetkez6 allitast:

2.1.4. Ertelmezés. Legyen K egy "erdsen pontozott” konvex kiip, melynek a belseje nem iires. Ha a
Z halmaz konvex és “erdsen korldtos” a K-ra vonatkozoan, akkor minden y € E pont és minden ¢

pozitiv érték esetén az (y + K) N (Z + €K) halmaz korldtos lesz.

Az aldbbiakban ismertetjiik a Phelps lemma (1.8. tétel) paraméterezett valtozatat, mely tulaj-
donképpen egy szelekcios tétel tobbértékd, konvex képekkel rendelkezé fiiggvényekre, azonban sziik-

ségiink lesz ezen eredményre a paraméterezett Ekeland variécids elv vizsgdlatakor.

2.1.1. Tétel. Tekintsiik az X parakompakt topologikus téren az F' : X — 2¥ Hausdorff folytonos,
tobbértékii konvex, zdrt és nemiires képekkel rendelkezd fiiggvényt, K pedig legyen egy “erdsen pon-
tozott” kiip, melynek belseje nem iires. Feltételezziik tovdbbd, hogy F(x) “erdsen korldtos” fiiggvény
a K-ra vonatkozéan, minden x € X-re. Ekkor kijelenthetjiik, hogy a W E P (F(-)) tobbértékii
leképezésnek van folytonos szelekcidja. Mitobb, ha iy : X — FE egy folytonos szelekcidja F-nek,
akkor létezik egy szelekcidja az (y' (x) + K) N W EPk (F(x)) tobbértékii leképezésnek is.

Tovdbbd, ha bdrmely © € X esetén F(x) erbsen korldtos a K.-ra vonatkozéan, ahol K. =
U{AK N B +eC : X\ > 0} (B-vel itt az egység korlapot jeloltiik), akkor az (y' (z)+K.)NSE Pg (F(z))

tobbértékii leképezésbdl kivdlaszthato egy folytonos szelekcio.

Az alébbi tétel az Ekeland variacids elv egy paramétezett valtozata.

2.1.2. Tétel. (Paramétezett Ekeland variacios elv) Legyen X egy parakompakt topologikus tér, mig
E egy Banach-tér, és tekintsiik E-nek egy zdrt és konvex részhalmazdt, melyet jeloljiink Y -al. Legyen
tovibbd az f - X XY — R fiiggvény, mely a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

(1) az{f(-,y) : y € Y} fiiggvények ekvifolytonosak,
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(2) az f(x,-) fiiggvény konvex és alulrdl félig folytonos, minden x € X -re,
(3) ;géf(x7y) > —00, bdrmely x € X esetén.

Ekkor
(4) bdrmely € > 0-ra létezik egy yo : X — Y folytonos leképezés iigy, hogy

f(z,yo(z)) = 2%1;1 [f(m, y)+elly — yo(m)M, minden v € X -re.

Mitobb, ha f-et folytonosnak vdlasztjiuk, akkor f-re érvényes lesz az aldbbi lokdlis tulajdonsdg:

(4’) bdarmely y' : X — Y folytonos leképezés esetén, minden ¢ > 0, A\ > 0,9 € (0, ¢)-ra létezni fog

az yo : X — Y folytonos leképezés 1igy, hogy

f(z,yo(x)) = mi}g flz,y) + ;Hy - yo(x)||], minden x € X esetén, és (2.1.2)
ye

(5) ||y (z) — yo(2)|| < A amikor f(x,y'(x) < :Clg)f(f(a:,x) +e—0,

(6) a (4’°) tulajdonsdg esetén yo(x) lesz az erds minimumpont minden x € X-re, ami nem jelent

madst, mint hogy a (4’) esetben minden minimalizdcios sorozat konvergens.
Bizonyitas. Vegyiik a kovetkezSképp értelmezett K kipot £ x R-bdl:
K ={(z,—t)[t > 0,tA > (¢ = 0)||=||}

Konnyen igazolhatd, hogy az F'(x) = epi f(z,-) := {(y,t) € E x R|t > f(x,y)} tobbértékd fiig-
gvény Hausdorff folytonos és hogy a (4°) feltételben az s : X — Y x R, s(z) = (¢/'(z), f(z, ¢ (z)))
folytonos szelekcidja F-nek. Ekkor az el6z tételbdl azonnal kovetkezik, hogy az (s(-) + K) N
W EPk(F(-)) leképezésnek 1étezik egy (yo,70) szelekcija, ahol ro(x) = f(x,yo(z)). Tehét, min-
den z € X esetén int(yo(x),ro(z) + K) Nepi f(x,-) = 0, ami pedig pontosan a (2.1.2)-t igazolja.
Emellett, az (5)-6s tulajdonsag az yo(z), ro(z)) € (s(z) + K) feltételbdl adddik.

Tekintsiik most az (y,, ),y minimalizdcids sorozatot a go(x, -) fiiggvény esetén, ahol go(z,y) =
f(z,y) + £[ly — yo(x)]|. Vdlasszuk meg g;(z, -)-t a kovetkezSképpen: g;(z,y) = f(z,y) + 2|y —
yo()||. Tnnen Kapjuk, hogy £(z,yo(x)) < g1(x, yn) < ga(x,yn) — F(x,yo(x)). Vildgos tehdt, hogy

92(z,yn) — q1(x, yn) — 0, vagyis 8|y, — yo(x)|| — 0, és igy a (6)-os tulajdonsag is teljesiilt. m
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2.2. Az Ekeland-, és a Paraméterezett Ekeland variacios elvek alkalmazasai a

Nash-egyensilypontok elméletében

A Nash-egyensiulynak a jatékelméletben fontos szerepe van: egy n-szereplds jatékban — melyben
a jatékosok ismerik egymads stratégidjat és az ezekhez tartoz6 hasznossdgokat — Nash-egyenstulynak
nevezziik a jatékosok azon stratégidinak halmazat, mellyel minden jitékos a lehetd legjobban jar a
tobbi jatékos stratégidjat €s azok kifizetddését figyelembe véve. Az egyik legismertebb ilyen jaték a
fogolydilemma.

Ebben az alfejezetben az Ekeland-, illetve a Paraméterezett Ekeland variicids elvek egy-egy al-
kalmazasat mutatjuk be a Nash-egyensulyelméletben. El6szor azonban definidlnunk kell a Nash-

egyensulypont fogalmt.

2.2.1. Ertelmezés. Egy n-szereplds jdték (n > 2) esetén tekintsiik az X1, Xo, ..., X,,,n > 2 nemiires
stratégiahalmazokat, illetve az f; : X1 x Xo x --- x X,, — R, i = 1,n hasznossdgfiiggvényeket.
Jeloljiik tovabbd X = 117" | X;, © := (z1,...,%p).

EgyT = (Ty,...,T,) € X pontot Nash-egyensilypontnak nevezziik, ha

fi(fla R TR 7En) > fi(flv s 7fn)
bdarmely x; € X;,1 = 1,n stratégidra.

A legismertebb, Nash-egyenstlypont 1étezésére vonatkozé tétel természetesen Nash-t6l szarmazik

és a kovetkez6képp hangzik.

2.2.1. Tétel. Tekintsiik a fenti értelmezésben megadott jeldléseket. Legyenek ekkor az X1, Xs, ..., X,
halmazok egy Hausdorff topologikus vektortér nemiires, kompakt és konvex részhalmazai, és tekintsiik
az f; : X = R, (i € {1,2,...,n}) folytonos fiiggvényeket, melyekre az x; € X; — fi(T1,..., %y .., Tp)
leképezés kvdzikonvex minden rogzitett T; € X;(j # i) stratégiapontra nézve. Ekkor létezni fog egy

Nash-egyensiilypont az (f, X) rendszerre vonatkozéan.

Az alabbi tételben ugyancsak a Nash-egyensulypont 1étezését mutatjuk ki, azonban a bizonyitas
sordn felhaszndljuk a Paraméterezett Ekeland varidcios elvet. Ez esetben is a 2.2.1.-es értelmezésben

megadott jelolésekkel dolgozunk.

2.2.2. Tétel. Legyenek az X, ..., X, nemiires, konvex, kompakt részhalmazai egy Banach-térnek, és
az Xj konvex, korldtos, zdrt és nemiires részhalmaza ugyancsak egy Banacs-térnek. Jeloljiik tovabbd
Xo = XXX X, 1 XX XX Xy, bdrmelyi = 1,. .., nesetén. Tekintsiik az f; : X — R konvex

és az x; pontokban alulrdl félig folytonos fiiggvényeket. Emellett legyenek az {f;(...,x;,...) 1 x; €
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X} fiiggvények ekvifolytonosak az X; halmazokon, minden i = 1, n-re. Ekkor bdarmely ¢ > 0 értékre
létezik egy T = (T1,...,%T,) € X pont, mely egy Nash-egyensiilyi pont az f;(x) + €||lx; — T;l|, i =

1,...,n fiiggvényekre nézve, vagyis
fi@y, o Tn) < fi(@1 s T) Fellz — Tll, minden v € X0 =1, n-re.

A bizonyitds sordn fel fogjuk haszndlni a Shauder-féle fixpont tételt, ezért most kitériink ezen

tételre is.

2.2.3. Tétel. (Shauder-féle fixpont tétel) Legyen X egy zdrt és konvex részhalmaza az E Banach-
térnek. Tekintsiik az f : X — X folytonos és kompakt leképezést. Ekkor f-nek létezik fixpontja.

Bizonyitas. (2.2.2. Tétel) Felhasznalva a Paraméterezett Ekeland variacios elvet (2.1.2. tétel),

1étezik egy folytonos leképezés: y; : X; — X, tigy, hogy
filw, . uias) ..o y) < fi(z) +ella; — Ti]|, o € X ésmindeni =1, ..., n-re. (2.2.1)

Ekkor
Xo x - x X, 221 = (yalp2(27)), -, Yn(on(z7))) € Xo x -+ X X,

osszetett leképezés, ahol ¢;(x7) = (y1(27), T2, ..., Ti1, Tiy1, - . ., T,) egy folytonos fliggvény, mely
az Xy x -+ x X, konvex, kompakt halmazt képezi le onmagéra. Tehdt a Shauder-féle fixpont tétel
alapjdn l1étezik az 75 = (74, ..., T, fixpont. Ha a 7;-et y; (77)-nek valasztjuk, akkor 7; = y;(7;), Vi =
2,...,n. A(2.2.1)-es relacidba helyettesitve, épp a keresett egyenlotlenséget kapjuk. m

Végezetiil ismerjiik meg az Ekeland varidcios elv egy masik dltaldnositasit, mely tulajdonképpen
ezen elv egy minimax-problémadkra val6 kiterjesztése. Ez a tétel tekinthetd egy minimax varidcids

elvnek is.

2.2.4. Tétel. Tekintsiik az E illetve E5 Banach-tereket, valamint ezek X illetve Y részhalmazdt, ahol
X zdrt és nemiires, mig Y konvex, zdrt, nemiires és korldtos halmaz. Vdlasszukmegaz f : X xY — R

fiiggvényt ugy, hogy rendelkezzen a kovetkezd tulajdonsdgokkal:
(1) az{f(-,y) : y € Y} fiiggvények ekvifolytonosak,
(2) az f(z,-) fiiggvény konkdv és folytonos, minden x € X -re,

(3) sup f(z,y) < 400, bdrmely x € X esetén,
yey

(4) 5612_2 SupyEYf('ra y) > —00Q,.

Adottak tovdbbd az 1, €9, A1, Ay > 0 értékek és tekintsiik az ' € X illetve 3y’ € Y pontokat iigy, hogy
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(5) sup f(2,y) < inf sup f(z,y) + e,
yey X yey

(6) f(2',y") >sup f(2',y) — ea.

yey

Ekkor létezik azy : X — Y folytonos leképezés és egy xy € X pont iigy, hogy yo = y(x¢) esetén

(7) f2(x0; yo) = max f2($07 y) = minsup f2($7 y) ahol

g € - . _ €y .
folw.y) = f(e.9) + Tl —woll = Ly =F@)l, e =i+ T diam,
1 2 2

(8) xg és yo asup fo-,y) illetve fo(xo,-) fiiggvények erds minimum-, illetve maximum pontjai,
yey

(9) llwo = 2'[ < A1, [ly" = woll < Ao+ [[y(2") — ylzo)]]

Bizonyitas. Vilasszunk egy § > 0 szdmot, melyre f(z',y) > sup f(x',y) — ea + 0. Léthatd,
hogy alkalmazhatjuk a 2.1.2. tételt a — f fiiggvényre és az /() =: y folytonos leképezésre, Vx € X:
létezik az iy : X — Y folytonos leképezés ugy, hogy

flz,y(x)) = max [f(:v,y) - i—2|]y — ﬂ(:v)H] minden x € X-re,
ye 2

ly" — y(x)|| < A9, amikor  f(x,y") > sup f(z,y) — €2 + J, valamint (2.2.2)
yey
y(z) az fi(z,) = f(z,-) — 2| - —y(z)| fuggvény erds maximumpontja Y felett, minden x € X

esetén. Felhaszndlva az (5)-0s tulajdonsdgot taldlhatunk egy €} < ¢, értéket, melyre

sup f(z',y) < 1nf sup f(z,y) + €]

yey yGY
Emellett,
€2 ~
sup fi(2',y) < sup f(2',y) < inf sup {fl(gc,y) + =y — y(;g)H} +e <
yey yey zeX er A2
< mf sup fi(z,y) + — 2 diamY + £].
z€ yGY )\2

Jeloljik £, := — 2 diamY + g1, és legyen &) 1= 22 diamY + g}. Az Ekeland varidcids elv alapjan

)\2 )\2
kovetkezik, hogy létezik olyan =y € B(z'; \;) pont, melyre ml)r(l {sup fi(z,y) + )\1 |lx — x|} =
TE yeyY

—I

sup fi(xo,y), mely éltal a (7)-es tulajdonsdg igazoldsa teljes. Ekkor viszont a (2.2.1.)-es reldcié
yey
szerint a (9)-es tulajdonsag is teljesiil.

Mar csak azt kellene belédssuk, hogy a (8)-as tulajdonsag is teljesiil. Hasonldan jarunk el, mint a

2.1.2-es tétel esetében. Legyen tehat az (x,,)n > 1 egy minimalizdcids sorozat a p(x) = max fo(z,y)
=
4 g )
fiiggvényre. Ekkor ¢(xo) < ¢1(x,) < @a(x,) — @(x0), ahol v1(z) = ¢(x) + )\—1||x — x| és
1
g ) £ —F
palw) = pla) + Lz = woll- fay pa(en) — palen) — 0, azaz
1

bizonyités teljes. m

|z, — xzo|| — 0. Tehat a
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3. Kovetkeztetések és tovabbi célok

Az Ekeland varidcids elv az egyik legismertebb és legtobbet alkalmazott eredménye a matematikai
analizisnek. A dolgozatban pontosan erre a sokrétliségre igyekeztiink ravildgitani az elv kiilonb6z6

variacioinak, altalanositasainak illetve alkalmazasainak felsorakoztatasaval.

Tovabbi cél az Ekeland és Borwein-Preiss varidcios elvek kiterjesztése b-metrikus terekre.
Ad: X xX — R, figgvényt (X tetszSleges halmaz) b-metrikanak nevezziik, ha adott s > 1 valds

szadmra és barmely z,y, 2 € X esetén teljesiilnek a kovetkezd feltételek:
a) d(x,y) = 0 akkor és csakis akkor, ha x = y;
b) d(x,y) = d(y, z);
c) d(z, 2) < sld(z,y) +d(y, 2)].

Ekkor az (X, d) part b-metrikus térnek nevezziik.

A kozelmultban P. Georgiev, a “Proceedings of the American Mathematical Society”’-ben meg-
jelent “Parametric Borwein-Preiss variational principle and applications” cimil publikdcidjdban a
Borwein-Preiss varidcids elv paraméteres valtozatit ismertette. Egy masik torekvésiink a paraméterezett
Ekeland- és a paraméterezett Borwein-Preiss varidcios elv egy kozos dltaldnositdsdnak megfogal-

mazasa.
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